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ENUNCIADOSY SOLUCIONES OFICIALES

1. En un poligono regular de 67 lados trazamos todos |os segmentos que unen
dos vértices, incluidos los lados del poligono. Elegimos n de estos segmentos y
asignamos a cada uno de ellos un color entre 10 colores posibles. Halla €l valor
minimo de n que garantiza, que independientemente de cuéles sean los n
segmentos elegidos y de como se haga la asignacion de colores, siempre habra
un vértice del poligono que pertenece a 7 segmentos del mismo color.

SOLUCION:

Veamos en primer lugar que con n = 2010 no es suficiente.

Diremos que un segmento es de tamafio r si une dos vértices entre los que, por €l
camino mas corto siguiendo los lados del poligono, hay otros r —1 vértices. Elegimos
los 2010 segmentos de tamafio mayor que 3. Paracada r {L 2,...,10 } asignamos €l
color r alos segmentos de tamafio 3r +1,3r +2 y 3r +3. ES obvio que cada vértice

pertenece a 6 segmentos de cada color.
Ahora vamos a probar que si n= 2011, hay algun vértice que estaen 7 segmentos del

mismo color. En efecto, en los 2011 segmentos intervienen, contando repeticiones,
4022 veértices, luego, por € principio del palomar, como 4022 > 60x 67, algun vértice
interviene en, a menos, 61 segmentos, de los cuales, de nuevo por e principio del
palomar, al menos, 7 seran del mismo color.

2. Sean a,b,c numeros reales positivos. Demuestra que

a b c ab+bc+ca _ 5
+ + +,/ >,
b+c c+a a+b a’+b*>+c®> 2

¢Cuando se alcanza la igualdad?

SOLUCION:
Notese en primer lugar que, en virtud de la desigualdad entre medias aritmética y
geométrica, setiene

2
ia2+b2+cz+ /ab+bc+ca>§3 a’+b°+c*( [ab+bc+ca) 3
2ab+bc+ca Va?+b*+c? 2\ ab+bc+calla?+b?+c? 2’

dandose laigualdad s y sdlo s a’+b?*+c?=ab +bc +ca, 0 equivalentemente, si y sdlo
s (a—b)? +(b—c)® +(c—a)* =0, esdecir, s y sdlo si a =b =c. Nos bastaria entonces,
para concluir € problema, con demostrar que
a b c 1a’+b*+c?
+ + >l4 -

b+c c+a a+b 2 ab+bc+ca
Esto puede conseguirse por fuerza bruta, viéndose en primer lugar que el miembro de la
derecha puede escribirse como

a+b*+c®+abc

(@rb)bc)icra)




y a partir de aqui comparando las fracciones restantes, llegdndose a la conclusién tras
algo de calculo. Sin embargo, se puede obtener €l resultado deseado de una forma més
elegante, ya que podemos escribir

a b c a’ b? c? a 2 b 2 c 2
+ n - n n - + n
b+c c+a a+b ab+ca bc+ab ca+bc (ab+ca Jbc+ab Jca+bc

2(ab+bc+ca)= (\/ab+ ca)2 + (\/bc+ ab)2 + (\/ca+ bc)z,

y por ladesigualdad del producto escalar, se tendria

\/Z(ab+bc+ca)\/ a,b . c,
b+c c+a a+b

——4Jab+ca+ — \/bc+ab+ \/ca+b =a+b+c,

*Jbra Jbe ca+b
es decir,
a b c (a+b+c) a?+b? +c?
+ > =
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con lo que se concluye el problema. Notese que la igualdad se da en la dltima
desigualdad si y sdlo si
—M\/ab+ca:—'m::;1b\/bc+a vea+he —— /ca+bc,
es decir, sl y slo s a=b=c, que es por lo tanto tamblen la condicion necesaria 'y
suficiente para que se dé laigualdad en |a desigualdad propuesta.

3. Sean A B,C,D cuatro puntos en €l espacio, tales que no hay ningun plano que
pasa por los cuatro a la vez. Los segmentos AB, BC, CD, DA son tangentes a una

misma esfera. Demuestra que 10s cuatro puntos de tangencia estan en un mismo
plano.

SOLUCION:
Sean R, S T, U los puntos de tangencia respectivos de la esfera con |os segmentos AB,
BC, CD, DA. Siendo O €l centro de la esfera, claramente OU, OR son respectivamente
perpendiculares a DA, AB, con lo que los triangulos OAU y OAR son rectangul os
respectivamenteen U, R, y a ser OU = OR €l radio de la esfera, ambos triangulos son
iguales, luego AU = AR = a, y de forma andloga,

BR=BS=hb,CS=CT=c,y DT=DU =d.




Las rectas UR y BD estén en el plano del triangulo ABD, asi 0 bien se cortan 0 son
pardelas. S UR y BD son paradelas, del teorema de Thales resulta b =d, y de
reciproco de Thales resulta que también son paralelas TSy DB. Entonces, URY TS son
paralelasy los cuatro puntos estan en un plano.
S UR y BD no son paralelas, sea E su punto de interseccion. Tampoco pueden
entonces ser paralelas TSy DB, porque si 1o fueran, lo serian URy BD, en contra de lo
supuesto. Sea entonces F el punto de interseccion de TSy DB. Aplicando €l teorema
de Menelao en ABD cortado por UR, y en BCD cortado por TS, obtenemos

1_BE DU AR BE d 1_BF DTCS BFd BE BF

ED UARB EDbD’ FDTC S8 FDb' ED FD’

Entonces, Ey F dividen aDB en lamismarazén. Como ninguno de los dos puntos (E y
F) pueden estar entre D y B — pues BCD tendria tres puntos de interseccion con ST —
entonces E y F tienen que coincidir. Las rectas URY ST se cortan entonces en E = F,
luego estédn en un mismo plano y en é, en particular, estan los puntosU, R, Sy T.

4. Sea ABC untriangulocon /B=2/C y /A>90°. Sean D € punto dela
recta AB tal que CD es perpendicular a AC, y M € punto medio de BC.

Demuestra que Z/AMB = /DMC..
SOLUCION:

Larectaque pasapor A y esparalelaa BC cortaa DM y a DC enlos puntos N y
F respectivamente.

Sesigueque AN :BM =DN: DM = NF: MC.

Pues BM = MC, resulta AN = NF . Como que £ACF =90°, tenemos AN = NC, de
maneraque Z/NCA=/NAC = ZACB.

Asi pues, Z/NCB=2/ACB= Z/ABC.

Como AN | BC, el cuadrilétero ABCN esun trapecio isscelescon AB=NC.
Por consiguiente, AABM = ANCM y ZAMB = ZNMC = Z/DMC




5. Cada numero racional se pinta de un color, usando solo dos colores, blanco y
rojo. Se dice que una tal coloracion es sanferminera cuando para cada dos
numeros racionales x,y, con x=y, S se cumple una de las tres condiciones

siguientes:
a) xy=1
b) x+y=0,
C) x+y=1,

entonces x e y estan pintados de distinto color. ¢Cuantas coloraciones
sanfermineras hay?

SOLUCION:

S una coloracion es sanferminera, podemos hallar otra coloracion sanferminera
intercambiando simultaneamente el color de cada racional, de rojo a blanco y de blanco
arojo; s enlacoloracion inicial dos racionales tienen distinto color, también lo tendran
en la resultante. Hallemos entonces el nimero de coloraciones sanfermineras tales que,
sin pérdida de generalidad, € raciona 1 estd pintado de rojo, y e ndmero total de
coloraciones sanfermineras sera exactamente el doble.

Supongamos entonces que tenemos una coloracion sanferminera con € 1 pintado de
rojo. Dado e color del racional x>0, e color del racional —x < O tiene que ser distinto,
pues X+ (—x)=0; a mismo tiempo, como 1 es rojo y 1+ 0=1 necesariamente O es
blanco. Luego fijado el color de cadaracional positivo en una coloracion sanferminera,
quedaria fijado el color de todos los racionales. Al mismo tiempo, para cada racional
positivo x, como (x+1) +(—X) =1, entonces x+1 y —Xx tienen color distinto, luego
X y X+1 tienen el mismo color. Por induccion sobre n, se comprueba entonces
facilmente que para cada racional positivo x y para cada entero positivo n, los racionales
Xy n +Xx tienen e mismo color. En particular, todos los enteros positivos serén
necesariamente de color rojo.

Coloreados entonces todos |os enteros positivos de color rojo, procedemos ahora de la
siguiente manera para los racionales positivos q que no tienen un color asociado

. u
todavia: expresamos g=m+—, donde m es la parte entera de g, y u <V son enteros
v

pOsitivos primos entre si; esta expresion es claramente Unica para cada racional positivo
g, Y para dos racionales positivos que difieran en un entero, los valores de u, v son

. VA : .
claramente los mismos. Si — tiene ya un color asociado, entonces le asociamos a g €l
u
.V . ] : .
color opuesto; si — no tiene todavia color asociado, entonces procedemos de la misma
u

Vv . ] . .
forma con —, hasta llegar a un racional que si tenga color asociado, pudiendo entonces

u

. Y - , :
asociarle un color a —, y asociandole a g € color opuesto; nétese que en cualquier caso
u

Xy n+ X tendrédn el mismo color asociado. El proceso termina necesariamente, ya que

Y u , , .
expresando q=—=m+—, setieneque vv'=muVv+uu', luego al ser primos entre si u,
u Y

v, entonces u dividea V', y a ser primos entre si U', V', entonces V' divideau, luego u = V'
> U, y tras alo sumo u pasos, llegariamos a u' =0, es decir, a un entero, que si tiene



asociado un color. Notese ademas que €l proceso es Unico ya que, en cada paso, los
valores de m, u, v quedan univocamente determinados por el valor del racional positivo
g, con lo que a ser todos los enteros positivos rojos, cada racional positivo podra tener
uno y sbélo un color asociado. Esta coloracion Unica para los racionales positivos se
extiende también de forma Unica a todos los racionales, como ya hemos visto. Existe
entonces alo sumo una coloracién sanferminera pintando el raciona 1 de rojo.

Comprobemos que en efecto esta coloracién Unica que hemos construido satisface las
condiciones del enunciado:
1) Six+y=0conx=Yy, sinpérdidade generalidad x >0 >y =-X, luegoy tiene,
por la forma de extender la coloracion a todos los racionales, color distinto a
de x.
2) Sixy=1conx =Yy, o ambos son positivos, 0 ambos son negativos, teniendo en
el segundo caso X, y colores respectivamente opuestos a los de —x, —y, que serian
positivos, reduciéndose la comprobacion a primer caso. S X, y son ambos

positivos, sin pérdida de generalidad x>1>y, con y:0+E para enteros
Vv

positivos u < v, y por construccion ay se le asigna color opuesto al de x= v .
u
3) Six+y=1conx=Yy, entonces sin pérdida de generalidad x >y, y bienx =1 es
rojo, y = 0 esblanco, bienx> 1> 0>y, bien 1 > x>y > 0. En & segundo caso, €l
racional positivo x—1 tiene por construccién el mismo color que X, luego por 1),

X tiene color opuesto a 1-x =Y. En € tercer caso, existen enteros positivos u < v

: ) v u . .
primos entre si tales que x=——,y=——. Por construccién y por 2), x tiene
u+v u+v

u+v u . . v
color opuesto al de —— =1+ —, luego x tiene el mismo color que —. Pero
\Y; Y] u
L, L, . u+v \Y;
también por construccion y por 2), y tiene color opuesto al de y=——=1+—,
u u

luego opuesto a de v , Y opuesto al de x.
u

Luego la coloracion construida es sanferminera, y es la Unica que puede ser
sanferminera con e raciona 1 pintado de rojo. Restaurando la generalidad, hay
exactamente dos coloraciones sanfermineras.

6.Sea (S,), con n>0, la sucesion definida por:

(1) S, =1 para 0<n<2011.

(i) S, =S, +S, paran>0.
Demuestra que, para todo entero no negativo a, secumpleque S,,,,—S,, €S
multiplo de 2011.

SOLUCION:

Sea p=2011. Observemos que p s primo.
Sea A, e nimero de formas de cubrir un tablero de [n filas]x[ (p+1) columnas] con

fichas de dimensiones 1x( p+1) (que podemos colocar horizontal o verticalmente).

Probemos primeroque A, =S,.



Tenemos que:
e paal<n<p, A =1=S.

® Ap+1:2:Sp+l'
e paanx0, A, ,=A,,+A,; enefecto, a cubrir un tablero de
[(n+ p+1) filas|x[( p+1) columnas] con fichas de 1x( p+1), se dauno de

los dos casos siguientes:
*0 bien la dltima fila, de (p+1) casillas, esta cubierta por una ficha colocada

horizontalmente: en este caso, hay A, , formas de cubrir el tablero.
*obienlas (p+1) dltimasfilas, cadaunade ( p+1) casillas, estan cubiertas por
(p+1) fichas en posicion vertical: en este caso, hay A, formas de cubrir €l

tablero.
Deducimos que, paran>0, A, =S.,.

Hallemos ahora una expresion de A, en funcion den.

Escribamos la division euclidianaden por (p+1): n=q(p+1)+r.

Observemos que, a cubrir €l tablero, se pueden juntar las fichas colocadas en posicién
vertical paraformar cuadrados de ( p+1)x( p+1):

p+1

—

g
K

\

L lamemos bloques a estos cuadrados.
Sea A“ el nimero de formas de cubrir el tablero con k blogues, para 0<k <q.

Dada una de estas formas de cubrir €l tablero, [lamemos B,,..., B, los blogques ordenados
de arriba hacia abajo, y sean a, € nimero de filas situadas encimade B, a, € nimero
de filasentre B, y B,, a, e nimero defilasentre B, y B,,..., a, € numero de filas
debajo de B, . Por gjemplo, en €l dibujo anterior, k=2,a, =5,a8, =3,a, =0. Entonces
setieneque a,+...+a =n—(p+1)k.

Reciprocamente, a una (k+1)-upla de enteros no negativos (a,,..,a,) tal que
a,+..+a, =n—(p+1)k, le podemos asociar una tinica forma de cubrir el tablero con k
blogues, colocando de forma alternaday da arriba hacia abajo a, fichas horizontales, un



bloque, a, fichas horizontales, un bloque, ..., a, , fichas horizontales, un bloque, a,
fichas horizontales.
Por tanto, A¢ es el nimero de (k+1)-uplas de enteros no negativos (a,,...,a,) taes

- pk
que a, +...+a, =n—(p+1)k, luego A'j:(n kp ]

k
Deducimosque S, = A, = Z(n kp ]

pc
LTHJ —k
Estudiemos finamente S = > (p(ck )] (mod p) .

k=0
Paraello, utilizamos el lema siguiente:
Lema: Paratodo primo py enterosay b, setiene

(pa) (a
() [prbj(mod p).

(i) Si p no divide ab, entonces p|( ‘;aj.
Si admitimos € lema,

el ety boileopa e pe
Spc=2( ( )JE 5 ( Jzkzz( ) stc(modp),

k=0 k k=0 k k=0
gue es lo que queriamos probar.

Demostracion del lema:

(i)

a-1 a
oa H (pk+1)...(pk+ p-1) (pk)
— k=1
( bj_ b-1 a—b-1 o a—b
P H (pk+1)..(pk+p-D)J ] (pk+1)...(pk+p-1) J](pk)

k=0 k=1 k=1

:( ((pb(l) 7 [ij(sj(modp)

(if) S nes el cociente de b dividido por p,

ul ()] S0 Em0= 3 (505, () (a0

k=n+1 k=1 k=n+2 k=1

a a—n-1

puesto que D" v, (pk)— D v,(pk)=0

k=n+2 k=1



